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共鳴 トンネル効果 に対す る散乱の影響
中 村 孔 一
1.は じめ に
;
ポテンシャル障壁 を粒子が通 り抜 ける トンネル現象は量子力学に特有の効果
ト
として,古 くからよく知 られて○るが,最 近になρて,こ の現象を利用 した電
子素子の開発が進み,実 用的な意味か らも,多 くの人々の関心 を集あるように
な った.
特 に,Esakiによる共 鳴 トンネル トラ ンジスターの提案 は,二重障壁構造 に よ
る共 鳴 トンネル現象 についての多 くの研 究 を誘発 した.こ うした研究 のテーマ
の一 つ に,障 壁 にはさまれた領域 で の粒 子の散乱 が共鳴 トンネル現 象 にどの よ
うな影響 を与 えるか とい う問題 が ある.
現 実の超格 子構造 で は内部 に不純物 や フォノ ンの ような散乱 中心が存在 し,
透過粒子 はそれ らに よって散乱 され る可能性が あ る.こ の散乱 は共鳴状 態 に影
響 を及 ぼ し,ト ンネル電流 を変化 させ る.こ の影 響 を調べ るζ とは,物 理学 と
して も応用上 か らも興味ふかい.
この小論で は,厳 密 に解 ける簡単 なモデル に よって,こ の問題 を考察す る.:
第2節 で は,後 の議論 の準備 もか ねて,二 重 の矩 形ポテ ンシャル障壁 による
共鳴 トンネル現象 を議論 す る.次 の節で は,障 壁 の間に散乱 中心が ラ ンダムに
分布 してい る系 をシ ミュレー トす るモデル を作 り,散 乱 の影響 を取 り入 れた透
過率 を求める.最後の節では,入 射粒子の運動量の関数 として,求 めた透過率
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を図示 し,散 乱の影響 を具体的 に示す.特 に,透 過率に現われ る共鳴 ピー クの
位置 や形が散乱 の影響 によって どのように変 るかを詳 しく議論する..
}
2.二重障壁 トンネル現象
二重障壁の トンネル現象を議論す る前に,後 の議論で用いるパラメータの説
明 もかねて,一一つの矩形ポテンシャル障壁の トンネル現象 について簡単 にふれ
ることにす る.
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図一1矩 形ポテンシャル障壁.
図1の ような矩形 ポテ ンシ ャル障壁 を考 え,運 動エネル ギーがE=k2/27nで
あ る粒 子(mは 粒子 の質量)が左 か ら飛 んで きた とす る.Eが ポテ ンシ ャル障壁
の高 さ γ よりも小 さければ,古 典力学で は粒子 は障壁 を通 り抜けることはで
きず,x>aの 領域V三粒子が達することはない〔しか し,量子力学で は,x>dの
領域 にも粒子の波動関数 は浸み出 して行 き,こ の領域に粒子 を見い出す確率 は
ゼロで はな くなる.
障壁の両側,領域x<0とx>dで は,粒子の波動関数の従 うSchr6dinger方
程式 は,共 に次diようになる(以下では,k=1,2m=1と なる単位 系をとる
ことにす る):
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一書 Ψω 一がΨω
したが って,解 Ψ(κ)は一般 に
Ψω一{麟㌫:_
と書 ける.
領域0<x<dで は,波 動関数 は
Ψ ω=Fent十G百 万
とな る.た だ し,
κ一{`聴 ㍑ 覧
,
x≦o
x≧d
(1)
(2)
(3)
(4)
障壁 の境 界x=0とx=dで,波 動関数 Ψ(x)とその一階導関数4Ψ(x)/dU
が連続 であるとい う条件か ら,②,㈲ に現われ る積分定数 の間に線型 な関係が
得 られ る.
x=0で の連続条件 より ・',,i,
〔FG〕==K(k;v)〔書士'∴(5)
が得 られる.ただし,
κ(k;v)一議 ±誹 訓(6)
1
rT」
同 じように,κ=∂ での連続条件か ら,
〔s)-K-w)〔τ∂ 詞 〔9〕(7)
が得 られる.式 ㈲ を{7)に代入すれば,
`
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〔£ 〕-K-1(〃;v)〔ず2-xd)K(k;v)〔:〕+・'
≡M(le;v・d)(#)・ . ,(8)
㌧、 、
式(6)を使って,Mの 行列要素 を具体的 に求 める と,'
〃(〃;v・d)一〔㍍ ㍗ 〕
、.,(9)
と書 け る.た だ し t
λ 一4ホ
κ{e・d(x+ik)}(x-ik)2}・ ‥ .(1①
1μ 一 歳(exd-e-xd)
.'・{ID
‥1λ12一μ2=1が成 りたつ ことに注意 して,次 め ようなパ ラメー タ
'1二
μ/!「 議 φ －a,gλ't'『(12)
を導入すると,(9)は
〃(k;v,d)一τ毒 〔鴛 認L(13)
と書 き変 え られ る.
パ ラメー タrと φ は次 の ような物理 的意 味 を もって い る.A=1,D=0と
し,式 ⑧ をB,Cに つ いて解 くと
B=が φ一・ノ・),c=万=ラeio.oo
この解 は,次 の よ うに解釈 で きる.運 動 エ ネル ギーE・ ・fe2で左 か ら飛 んで き
た粒子 を表わす平面波 ¢漱が,一 部 はポテン'シャル障壁 によって反射 されて平
面 波Be"ihxとな り,残 りが 障壁 を通 り抜 けて平 面波Ceik〈x『diとな って右側 の領
域 を伝 搬 して い く.式{10は反 射 波 の 強 さ がIBI・2=〆,透 過 波 の 強 さ が
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ICl2=1-〆 で あ るこ とを表 わ して いる.す なわ ち,〆 は反 射率 を表 わ し,
φ は障壁 を通 り抜 け る際 ゐ位相 あずれ(phaseShift}邊表 わ してい る.式(ID,(12)
よ り,k≠0な らばr〈1で あ り,透過波 の強 さはゼ ロで はな い.す なわ ち,が<
γ であって も,元〉∂め領域 に粒子 を見い出す確率 はゼロでない ことになる.こ
れが トンネル現象である.・"`
そこで・図一2の ような二重障壁 による トンネノレ現象 を考已 みよう・
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図 一2二 重 障 壁.
克≦ α で の 波 動 関 数 を,い
ilt(x)=Aeilt(x-a)十Be-ih(x-a)
と し,X≧bで の 波 動 関 数 を
Ψ ω=Ceik(x-b)十1)e-ik(x-b}
と す る と,係 数A,B,C,Dの 間 に
〔£ 〕一〃(〃;Y,d)〔宕糺:胤 〕M(k;v・d)〔2〕
b
a5)
という関係式が成 りたつことは,一 重障壁 の場合の式(8)から明 らかであろう.
前 の場 合 と同 じように,A=1,D=0と して,B,Cに5い て個 を解 くと,
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β一一 ・抽・'
C-(、 ,.r2),in(kL+t()留+r2)。。,剛)・'di・
(16)
a7}
とな る.し たが って,反 射率R。(ゐ)と透 過率 η(le)は,それ ぞれ
R・(k)-1Bl2-(、-r2)・sin2(窟雲離 鵠)2C。s・(左L〒 φ)側
T・㈲ －ICI・-t, -r2)2sin2((1-r2)21eL十φ)十(1十r2)2c。s・ 脚)(19)
とな る.粒 子 の流 れ の保存 則,す なわ ち,等 式R。(k)+T。(k)=1が成 りたつ こ
とは直 ち にわ か る.i
・i
rが1に 近 い,い いか え る と,一 つの障壁 の透 過率 が小 さけれ ば;(19)の分子 は
小 さ くな り,一般 には 万(〃)も小 さい.し か し,そ の場合で も
醐 φ(kR)一〔n+†〕π(炉 整数)(2・
をみたすkの 値,k=k,では,T。(k,)=:1とな り完全 な透過 が お こる.こ れが 共
鳴 トンネル効 果 とよばれ る現 象 で あ る.
共 鳴点 の近 くで の透 過率 冗(為)のふ る まい を見 てみ よ う.γや φ の ん依存 性
は弱 い(正確 に はdr/dk《L,dφ/dk《L)と して,式(19}のrとφ をfe=k,で
の値r(kR)とφ(k,)で置 きか え,分 母 を ほ 一〃R)で展 開 して高次 の項 を捨 て る
と
醐 一(丘一誤1:/2)・ ・D
と な る.た だ し,
1一 γ2(kR)(22)F=
r(leR)L
透 過 率T。(k)は 共 鳴 点k=leRの近 くで,式(22)のrを半 値 巾 とす るLorentz型
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の ピー クを もつ こ とがわか る.巾r1はir(k,)が小 さ くなれ ば大 き くな るか ら,
kRの大 きな ピー クほ ど巾が広 くな る._・
この節 を終 る前 に,VL2=100,d/L=0.1として式⑲ の右 辺 を数値 的 に求 めた
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図 一3
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kの 関 数 と して表 わ され たTo.パ ラ メ ー タ の値 は,VL2=100,d/L・O.1と
した.横 軸 の 目盛 り は,1/Lを 単 位 と して測 ったkの 値.一
グ ラ フ を図 一3に 示 す.図 を見 る と,最 初 の ピー ク(式 ⑳ でn・Oと し た もの に
対 応 す る)は,中 心 がk窒2.5/Lに あ り,巾 はr≧0.2/Lで あ る.一 方,le=2.5/
Lで の φ とrを 計 算 す る=と φ(2.5/L)==-0.93,r(2.5/L)=O.92とな り確 か
に,式 伽,(22)をみ た し て い る こ とが わ か る.
3.散 乱 の影響
、
現実のデバイスでは,障 壁 に'はざまれた領域に,不 純物や フォノンなどの散
乱中心が存在 し,通 り抜 ける粒子 を散乱する.こ の散乱が,前 節で述べた二重
障害 による反射率や透過率 をどう変 えるか は興味のある問題 である.特 に,透
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過率 に現われ る共鳴 ピー クの位置や形が どのように変 るか は,デ バイス として
の応用の上か らも重要な問題 である.
・ここで は,"この問題 を,以 下に述べ るような簡単 なモデルを使 って調べてみ
よう.
∵まず,前 節 と同じ矩形型の二重ポテ ンシャル障壁を考 える.そ して,障 壁 に
iぼ れた領域(Diiliaこ,もう一つの矩形型ポテンシャル働 を以下では散乱 ポ
テセシャル と瞬 ことにする)を考 え・,ζの系での透騨 を計算す る・次 に・現べ
実の系で は散乱中心がランダムに分布 していることをモデル化す るために,得
ら れた透過率 を散乱 蒜 ソシャルの位置eこついて平均す る;.その結果試(19)で
表わされ る透過率T・が どう変 るかを見てみ よう・図一4の ような三重障壁ポテ
ンシャル を考 える.γ'およびd'は散乱ポテンシャルの大 きさと巾である.X<
aお よ びX>bの 領 域 で の 波 動 関 数 を,そ れ ぞ れ,
iAll(x)=Aeih(x-・)+Be-ik(x-a)・ 、x<ac
Ψ ω=Ceik{x-b)十De-ih{x-b)
とす ると,係 数の間 に式⑮ と類似 の関係式
〔;〕一城 胴)〔 ㌣`£ ・射
x>b
}M(fe;v',d')
'
〔で(L-`}:・。,・一。〕M(le;}㌃d)〔#〕.閻
が成 り立 つ.そ こで,前 の場 合 と同 じよ うに,A=1,・D=0と して,式 閻 を
B,Cに ついて解 くと
β一一 ・梗・
??
????
?
?
?
(20
(25)
た だ し,
θ=〃L+φ+ψ,・
、
θ=〃L-2〃『.
こ こ で,ρ と ψ は式 閻 の 右 辺 の 因 子 〃(〃;γ',∂')から現 わ れ る パ ラ メ ー タ で,
散 乱 ポ テ ン シ ャ ル の パ ラ メ ー タV'とd'を 用 い て 得 ら れ るrと φ の 対 応 物 で
あ る.し た が っ て,式(4),(10),(lD,(12}で,VとdをV'とd'に置 き か え れ ば,
γ と φ に 対 応 し て そ れ ぞ れ ρ と ψ が 求 ま る.・ 監
V'=・0とす る と,x'=ileとな り;ao),(ID,02)より,ρ 』 「o',・ψ=kd'.当 然 だ
が,こ の と き に は,式 閻,㈱ は閲,a7}に(正確 に は,㈱,聞 でLをL+4■ に 置 き
か え た も の に)一 致 す る.一
L
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図一4二 重障壁 と散乱ポテンシャル.,,i
図 一4で 示 され るよ うな三 重 障壁 に よる反射 率Rと 透過率Tは,式 ¢0,閻よ
り
R={2r・ ・s⑤+ρ(1+r2)・ ・sθ}2+ρ2(1-〆)2sin2e
(1-r2)2sin2⑤十{(1十r2)cos⑤ 十2rpCosθ}2, 1
(1一 γ2)2(1一 ρ2)
㈱
捌T=(1-r2)2sin2◎十{(1十r2)cos8十2η9co5θ}2,
i.、``～,
と書 け る.㌧
そ こで,こ の節 の初 めの部 分 に述 べ た ように,散 乱 ポテ ン シャルの位 置 を指
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示 す るパ ラメー タ1に つ いて,こ のTを 平均 した
テ 斑ー 斑 ㈱
を考 え,こ れがランダムに分布 した散乱中心の効果を取 り入れた透過率だ と考
えることにす る.現実 の系 を,さまざまな1の 値 に対応 した散乱ポテンシャルを
もつ一次元三重障壁が並列 に並んだ系でシミュレー トしようというわけである.
式⑳ によ り,透 過率Tはcosθ の2次 式 の逆数であるか ら,積分変数 を1か
らtan(ρ/2)に変 えれ ば,積 分⑳ は有理式 の積分 となって解析的に実行で きる.
計算 はやや繁雑であるが初等的であるので途中 は省略 して結果 だけを書 くこと
にする.
結果Tの 表式 は,kの値が次の二つの場合の どちらであ るかによって,異 な
った形 をとる:
場 合(1)2nz≦hL≦(2n+1)πn=0,1,2… …,
場 合(ii)(2n十1)π ≦leL≦(2n十.2)πn=0,1,2… ….
場 合(i)で は
f-(1一=z.1!liZ-L=E!2)2ilp2)[鵠γ4嚇2-
+a・ctan2覧捲 ・+ar・tan2芽繧 ザ}
+獄bg=鵠]
場合(ii)では
7-(L・2.:EliZ2)2,(仁〆)[寄4韻(2n+1)π
+a・ctan24鴇 ・+a・ctan24語詞
(29)
一26-一
+獄bg影1±鋼 (30)
た だ し,
cr=:{(1+r2)cosθ 一2η)}2+(1-r2)2sin2θ,
γ={(1+r2)cos㊥+2ηP}2+(1-r2)2sin2⑤,
(3D
(32)
β=2α γ一2{(1+r2)2c・29+(1-r2)2sin2θ一4r2ρ2}・ 悶`
u-{:茸!)㌫1:ご
式閲,(32)で定義 され る α,γ につ いて,不 等式
αγ≧1(1+〆)2cos2⑤+(1-r2)2sin2⑬一4r2ρ21
が成 りたつ こ とは容易 に証 明で きる.し たが って,㈲ の右 辺 の根号 の中 は正 と
な り,β は実 数で あ る ことが保証 され る.ま た,上 の不等式 か ら,次 の不等式
4αγ一β2≧0
の成 りたつ こ ともす ぐに証明 で きる.
ハ
さらに・V'→0の 極 限(ρ→0・ ψ →kd')で・上 のTが 単純 な二重障壁 の透
過 率T。(式09)でLをL+d'に置 きか えた もの)に収 束す る こ とも容 易 に確 か め
られ る.
興 味 が あるの は,ρ2は大 き くないが,1-〆 はそれ よ りもず っ と小 さい場 合で
あ る.こ の ときに は,共 鳴 ピー クに対 す る散乱 ポテ ン シャル の影 響 は大 きい と
ハ
期待 される.次 の節で は,Tを 数値的に計算 して描 いたグラフを眺めて,こ の
場合 について議論 しよう.
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牛.結 果 とま とめ
前節で求めた透過率 テ の 〃依存性 を見 るために,式伽),醐の右辺 を数値的 に
求めたグラフの一例 を図一5に 示す.グ ラフは,1/Lを単位 としたkに 対 して
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hの 関 数 と し て 表 わ し た 含 とT。.パ ラ メ ー タ の 値 は,VL2=100,d/L=
ハ
O.1,V'L2=100,d'/L=0.05とし た.実 線 はT,点 線 はT。(上記 の パ ラ メ ー
タ でV'だ け を0と した もの)を 示 す.横 軸 の 目盛 は,1/Lを 単 位 と して 測 っ
た 〃 の値 占
ヂ の値 をプ ロ ッ トして ある.計 算 に用 い たパ ラメー タの値 は,VL2=100,d/
・L=0.1,.V'L2=100,d'/L=0.05である.参 考 のた め にV'=0と した場合 の
グ ラ フを点線 で示 した.
共鳴 ピー クに対 す る散 乱 の影響 は定性 的 に は,次 の よ うに ま とめ られ る.ま
ず,ピ ー クの位 置 は 〃の大 きな方 にずれ,巾 は広 が って い る.ま た,ピ ー クの
高 さ は低 くな ってい る.ピ ー ク位 置 のずれ の大 きさや 巾の変化 は,最 低 の共 鳴
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レベ ルで いちばん大 き く,上 の レベ ル に行 くにつれ て小 さ くなる.ま た,ピ ー
クの高 さの減少 も最低 レベ ルで最 も大 き く,上 の レベ ル にい くほ ど小 さ くな っ
て い く.、 ・ 一 、
これ らの性 質 は,次の ように して理解 で きる〉一重 障壁 の透過率(1-〆)の 小
さい場 合 を考 えて い る(le2<γの範 囲 で は,rはkと と もに小 さ くな ってい く
が,い ま考 えて い る図 一4の 場合 のパ ラメー タに関 して は,kL～3の あた りで
もr～0.9であ る)ので,共 鳴 ピー クが現われ るた めに は,Tの 表 式全体 にかか
る小 さな因子(1-r2)2が,分母 か ら来 る因子 に よづ て相 殺 され る必 要 が あ る.
式四,醐の第二項の分母に現われる因子 αγ一 は,(鋤一個を見ると,
(1十r2)cos⑤=2rp(35)
を み た す 〃+,あ る い は
(1+r2)cos㊥=-2ηpl'・(3G)
を み た す 止 で 、
αγ,/'44ZiJ=bsayp=4[2rp(1-r・),ine]・'・+……
と な る.た だ し,(1-r2)に つ い て の 高 次 の 項 は省 略 し た.
式 ㈲,(30)の最 後 の 項 の 分 母 に 現 わ れ る 因 子 ψ γ も,(1-〆)に つ い て の 最 低
次 の 項 に 限 れ ば 上 と同 じ形 を し て い る:
crPγ=4[2rp(・1-r2)sin⑧]3i2十・・… ・.
し た が っ て,ゐ 、ま た は 且 の 点 で は,テ は 版 「=万 に 比 例 し て い る.一 方,〃+
パ
や 且 か ら離れ た ところで は,Tは(1-〆)2に 比例 しているか ら,le+やk.の近
くで は 子 は ピー クを もつ.実 際 に,r=O.9とす る と,V1-r2:(1-r2)2=
12」:1と な る.t
図 に見 られ る τ の ピー クは,〃.と 〃.に位置 す る二 つの ピー クが重 な り合 っ
た もの と考 え られ る.し たが って,ピ ー クの 巾 ば
lk・-le-1-lc・ざ1[12告 〕-c・s-・〔_麺_1十r2〕1
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r鵠'(37)
の程度 の量 となる.kの 増加 とともiこ,rや φ は減 少す る.し たが って,共 鳴
ピー クの巾,聞,は 最低 共鳴単位 で いちばん大 き く,上 の レベル に行 くにつれ
て小 さ くな ってい ぐ.
次 に,ピ ー クの位置 のずれ につ いて考 えてみ よ う.(35)と㈱ の中間 で,
cosθ==0
とい う方程 式 を考 える と,そ の根 尾 は 〃.と且 の間 に位 置 す る(φや ψ の 丘依
存性 が あ るので,ち ょうど真 中 に くる とい うわ けで はないが).そ こで
㊥一斑 鋤+ψ(毎)一 〔%+÷〕π
.閲
をみたす 島 を ピー クの位 置 の 目安 として よい だ ろう.
V'=0と した ときの ピー クの位 置 は,伽 でLをL+d'に 置 きか えれ ば得 ら
れ るか ら
k・L+φ(kR)+k・・1'一〔n+† 〕 π
をみたす 毎 で与 え られ る.
したが って,散 乱 の影 響 に よる ピー クの位置 のずれkc-kRは
(kc-kR)(上+∂')+φ(虎c)一φ(kR)=屍4'一ψ(毎)㈲
をみたす.φ(kc)一φ(kR)≡φ'(kR)(kc-kR)と近似 す る と(φ'はφの導関 数),
倒 は
kc-feR-L+已 繊)(kicd'-th(kc))ω
と書 きか える こ とがで きる.
式醐,(12)によ り,φ は
一30一
一{鷺㌘ k2≦v
k2>V
をみたす.た だし,元=高
したが って,k」0で φ=一 π/2と な り,kの 増 加 と ともに φ も増 大 して,
直 線fedに下 か ら漸近 す る.V tをγ',dをd'に置 きか えれ ば,ψ につ い て も同
じこ とが い える.`
この こ とか ら,直 ちに,剛 の右 辺が 正 で あ り,そ の値 はk,の増 加 と ともに減
少 して い くこ とが わ か る.す なわ ち,散 乱 の影 響 に よって ピー クは 克が 大 き く
な る方向 にず れ,し か も,ず れ は共 鳴 準位 が高 くな って い くに したが って小 さ
くな る.こ の こ とは,図 一5に も現 われ て い る.
ピー クの高 さは,先に述べた ように,ノ 〒=ア 后 に比例 している.この
因 子 は,kの 小 さな ところで は1に くらべ てか な り小 さ く,kの 増加 とと もに増
大 してい く.い いが える と,ピ ー クの高 さは,最 低共鳴準位で最 も低 く,上 の
単位 に な るにつれ て高 くな ってい く.こ の こ とも,図 一5に 現 われ て い る.
以上,1-r2《 〆 《1の 場 合 に,散 乱 の効 果が,透 過率 に現 われ る共 鳴 ピ一一
クの位 置 や形 に どの よ うな影 響 を与 え るか を見 て きた.τ と7:を くらべ る と,
散 乱 の影 響 は次 の よ うに ま とめ られ る.
i)Toのピー クの高 さ は1で あ るの に対 して,Tの ピー クの高 さはff1:75,
百「=万 に比 例 してい て,1よ り小 さ くな って い る.
ii)ピー クの巾 は,7もで は障壁 ポテ ンシャルの透 過率(1-r2)に比例 してい
るのに対 して,Tで は散乱 ポテンシャルの反射率pに 比例 している.
iii)Tのピー クの位置 は,対応す る 冗の ピークの位置か らfeの増加 する方向
にずれた とζうにある.ず れの大 きさは,散 乱 ポテンシャル による波動関
数の位相 のずれ ゐ∂'一ψ(〃)に比例 している.∵
　
終 りに,パ ラメー タ め値 を変 えて計 算 したTの グ ラ フを二 つ 図示す る.
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図 一6kの 関 数 と.して 表 わ し たTどT。.パ ラ メ ・一ー一夕 の 値 は,VL2=100,d/L=
0.2,V'L2=100,d'ノL=O.05とし た.実 線 は .T,点線 は7;(上 記 の パ ラ メ ー
タ でV'だ け を0と した もの)を 示 す.横 軸 の 目盛 は,1/Lを 単 位 と し て測 っ
た 〃 の値.'.
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図 「7kの 関 数 と して 表 わ したTとT。.パ ラ メ ー タ の 値 は,VL2=100,D/L=
0.1,V'L2=50,d'/L=0.05とした.実 線 は7T,点 線 はTe(上 記 の パ ラメ ー
タ でV'だ け を0と した もの)を 示 す.横 軸 の 目盛 は,L1/Lを 単 位 と して 測 っ
た 〃 の 値.
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図 一6は,図 一5の 場 合 に くらべて,障 壁 ポテ ンシ ャルの厚 さが2倍 になっ
て い る.し たが って,障 壁 ポテ ンシ ャル による反射 率rは,よ り1に 近 づ いて
い る.図 一7で は,散 乱 ポテ ンシ ャル の高 さがY2になって いて,ρ はよ り小 さ く
な ってい る∴
パ ラメー タ を変 えた ことによる図 の変化 は,定 性 的 に は,上 記 のi)～iii)で
よ く説 明で きる.
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